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Abstract
En este trabajo tratamos de obtener cotas Optimas para una amplia familia de indices
topoldgicos sobre grafos uniciclicos, asi como caracterizar los correspondientes grafos extremales.
Entre los indices topolégicos tratados se incluyen el primer indice de Zagreb, el indice sum ezdeg
variable, el segundo indice de Zagreb multiplicativo y los indices de Narumi-Katayama. Nue-
stros resultados proporcionan cotas superiores e inferiores 6ptimas para estos indices topoldgicos
en grafos uniciclicos, fijando o no el grado méaximo o el nimero de vértices de grado 1.

1 Introduccion

Un descriptor topolégico es un ntmero que representa una estructura quimica a través del grafo
molecular. Un descriptor topolégico se llama indice topoldgico si se correlaciona con una propiedad
molecular. Los indices topologicos se usan para estudiar las propiedades fisico-quimicas de los
compuestos quimicos ya que capturan algunas propiedades en un simple niamero.

Una posible estrategia para definir un indice topologico es utilizar los grados de los vértices, como
en el caso del primer y el segundo indice de Zagreb, M; y M, (ver [2] y [1]) respectivamente:

My(G)= Y d2, MG = > dud,

ueV(Q) uveE(G)

donde uv denota la arista del grafo G que conecta los vértices u y v, y d,, es el grado del vértice u.
Milicevi¢ y Nikoli¢ definen el primer y el sequndo indice de Zagreb variable ( [3]) como

MP(G)= ) dy, MG = ) (dud)",

ueV(G) weE(G)

con a € R.

En este caso, MY es n, M} es 2m, M? es el primer indice de Zagreb M;, M; ! es el indice inverso
ID, M3} es el indice olvidado F, etc.; también, MY es m, M2_1/2 es el indice de Randi¢, M es el
segundo indice de Zagreb My, M{l es el indice modificado de Zagreb, etc. La idea detras de los
descriptores moleculares variables es que las varibles se pueden determinar durante la regresion para
que el error de estimaciéon para una propiedad concreta sea el minimo posible.

Un importante campo de estudio en el &mbito de los indices topolégicos es encontrar cotas para
su valor en funcién de algunos pardmetros. El objetivo de nuestro trabajo era usar una aproximacion



XIII Encuentro Andaluz de Matematica Discreta, 5 al 7 de julio de 2023, C4adiz, Espana. 2

generalizada para obtener cotas (superiores e inferiores) 6ptimas para una amplia familia de indices
topolégicos restringiéndonos al caso de grafos uniciclicos, es decir, un grafo que contiene exactamente
un ciclo.

2  Algunos resultados

Notose que si G es un grafo uniciclico con n vértices entonces G tiene exactamente n aristas.
Dado n > 3, sea Sa, el conjuno de n-tuplas x = (z1,22,...,Tn_1,2,) con x; € ZT tales que
T2 T > 2@y Y Y T = 20,

Observacion 2.1. Sea G cualquier grafo uniciclico con n vértices vy, ..., vy, ordenados de tal modo
que si X = X, = (T1,...,%,) es la n-tupla donde x; es el grado del vérice v;, entonces x; > x;11
para todo 1 < i < n — 1. Entonces, x € Sy,. A esta n-tupla la llamamos secuencia de grados del
grafo G.

Sea U2 el grafo uniciclico obtenido afiadiendo sobre uno de los vérices de C3, n— 3 hojas (vértices
de grado 1). Notese que U2 es el tinico grafo cuyos vértices tienen la secuencia de grados

(n—1,2,2,1,...,1).
Dada cualquier funcion f : [1,00) — R, definimos un indice generalizado
L;(G)= Y fld)
ueV(G)
Ademss, si f toma valores positivos, definimos el indice
;@ = ] fdw).
ueV(QG)

Teorema 2.2. Si G es un grafo uniciclico con n > 4 vértices y f : [1,00) — R es una funcion
conveza, entonces

nf(2) <Ip(G) < fln —1) +2f(2) + (n = 3)f(1).

Ademds, la cota inferior se alcanza si G es un ciclo y la cota superior se alcanza si G = U?.

Teorema 2.3. Si G es un grafo uniciclico con n > 4 vértices y f : [1,00) — R es una funcion
concava, entonces

fln=1)+2f(2) + (n = 3)f(1) < [;(G) < nf(2).

Ademds, la cota inferior se alcanza si G = U3 y la cota superior se alcanza si G es un ciclo.

Teorema 2.4. Si G es un grafo uniciclico con n > 4 vértices y f : [1,00) = R es una funcion tal
que log f es convezxa, entonces

fF@" < II(G) < fln = 1) (2 F(1)"7.
Ademds, la cota inferior se alcanza si G es un ciclo y la cota superior se alcanza si G = Up.

Teorema 2.5. Si G es un grafo uniciclico con n > 4 vértices y f : [1,00) — R es una funcion tal
que log f es concava, entonces

Fln=1)f@PFO)" < TI(G) < f(2)"

Ademds, la cota inferior se alcanza si G = U3 y la cota superior se alcanza si G es un ciclo.
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c, U

Figure 1: Si f es convexa, C, da la cota inferior y U3 la superior. Si f is concava, al revés.

Dadon >4y A>3,seay = (y1,¥2,---,Yn) la n-tupla:
e y1 = A,

o yi=2forevery 1 <j<n—A+2

e yi=1foreveryn—A+2<j<n.

Paratodon >4y 3<A<n-1,sea Hﬁ el conjunto de grafos obtenidos a partir del ciclo Cj
con 3 < k < n—A+2 pegando sobre el mismo vértice del ciclo, A —2 (grafos) caminos de longitudes
my,Ma,...,ma_o > 0 de forma que &k +my +mo +--- + ma_o = n. Notese que G € ’H,ﬁ si y solo
si es un grafo uniciclico cuya secuencia de grados es y.

Teorema 2.6. Si G es un grafo uniciclico con n > 4 vértices, mdzimo grado A >3y f : [1,00) = R
es una funcion convexa, entonces

I3(G) = f(A) + (n = A+ 1)f(2) + (A =2)f(1),
y la igualdad se alcanza si y solo si G € HE.
Sig>2yn#2A—-2,seanr=n—q(A—1)+1yz=(z1,2,...,2,) tales que
e z; = A, para todo 1 < j <g,
e z;=rsij=q+1,
e z; =1 paratodoqg+1<j<mn,
Sea K2 el conjunto de grafos uniciclicos con secuencia de grados z. Se comprueba que K2 # 0.

Teorema 2.7. Si G es un grafo uniciclico con n > 4 vértices, mdximo grado A > 3, ¢ = LﬁJ Y
f:[1,00) = R es una funcién conveza, entonces

o ifg=10rn=2A-2,
If(G) < f(A) + fin—A+ 1)+ f(2) + (n = 3)f(1),
o ifg>1andn #2A -2,
I4(G) < qf(A) + f(n—q(A=1) + 1) + (n— ¢ — 1) f(1),
y la igualdad se alcanza si y solo si G € K5,

Resultados anédlogos se obtienen, invirtiendo las desigualdades, si la funcién f es coéncava en lugar
de convexa.
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K2ifg=1orn=2A-2

G e HA

my+ms+---mao=n—Fk

GeKyifg>2 n=qA-1) GeKdifg>1, n>qA—1)
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