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Resumen. En este trabajo estudiamos la dimensién métrica y la dimensién métrica
tolerante en grafos periplanos maximales. Concretamente, damos cotas ajustadas de
ambos parametros y caracterizamos los grafos que alcanzan las cotas inferiores.
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1 INTRODUCCION

Dado un grafo G = (V, E), un conjunto W C V se dice que resuelve G si para
todo par de vértices distintos u, v € V existe un vértice w € W tal que d(u,w) #
d(v,w). El minimo cardinal de un conjunto que resuelve G se llama dimension
métrica de G, y lo denotamos 5(G). Un conjunto de cardinal minimo que resuelve
G se llama base métrica de G. Este problema ha sido largamente estudiado por
sus muchas aplicaciones en diferentes areas (ver referencias de [1]).

En [4] se introdujo la siguiente variante en el concepto de resolucién de un
grafo. Un conjunto W que resuelve G es tolerante, FTRS para abreviar, si para
cada w € W, W\ {w} es también un conjunto que resuelve el grafo G. La di-
mension métrica tolerante de G es el cardinal minimo de estos conjuntos, y la
denotaremos 3'(G). Un FTRS de G de cardinal minimo se llama base métrica
tolerante de G. Si pensamos los vértices de un FTRS como sensores que nos dan
informacién o como nodos de un circuito eléctrico, un FTRS ofrece toda la infor-
macién correcta incluso cuando uno de los sensores o nodos no estd funcionando,
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lo cual hace que este concepto sea muy interesante desde la perspectiva de las
aplicaciones y que su estudio haya tomado auge en estos tltimos anos.

En este trabajo estudiamos los pardmetros 3 y 3’ en grafos periplanos maxi-
males, MOP para abreviar. Un grafo G = (V, E) es periplano si tiene una repre-
sentacion plana en la que todos los vértices estan en el borde de la cara exterior
y es periplano mazimal si, ademads, al anadir una arista deja de ser periplano.
Este tipo de grafos han sido ampliamente estudiados debido a que son de gran
importancia tanto en el A&mbito de la quimica, como en el analisis de la estruc-
tura de determinados biopolimeros como el RNA, o bien en el de triangulacién
de poligonos [2, 5].

2  DIMENSION METRICA EN MOP

En [3] se estudia la dimensién métrica de grafos MOP y se han obtenido los
siguientes resultados.

Teorema 1. Sea G un grafo MOP de orden n, entonces 2 < 5(G) < [2n/5].

Ademas, se caracterizan los grafos MOP que verifican que 5(G) = 2. Paraello
se utiliza lo siguiente. Es conocido que los grafos con dimensién métrica 2, fijada
una base métrica, se pueden representar como un subgrafo del producto fuerte
de dos caminos P, ® P,, (donde V(P,,) = {0,1,...,m—1}, A(P,,) = {{i,i+1} :
0 < i < m—1}), de forma que el vértice con coordenadas métricas (xy,z2) se
sitia en el punto con coordenadas cartesianas (x1,x2). Para todo entero k > 1,
sea Ay = {(i,) i+ < k| j—i|<k}y Vi={(ij) i+ = k}.

Llamamos zigzag a un subgrafo del producto fuerte inducido por un conjunto
de vértices {(i + k,j+ k) : 0 <k <r}U{(i+k,j+1+k):0 <k < s}, para
algin r <1y s € {r— 1,7}, o bien por un conjunto de vértices {(i + k,j + k) :
0<k<r}u{(i+1+kj+k):0<k>s} paraalginr<1lyse{r—1,r}
En el primer caso diremos que es un zigzag con base la arista {(i,7),(i,7+ 1)} y
en el segundo caso que es un zigzag con base la arista {(4,7), (1 + 1,7)}.

Teorema 2. Sea G un grafo MOP, entonces B(G) = 2 si y sdlo si existe una
representacion G* de G como subgrafo del producto fuerte de dos caminos tal que
para algin d > 1,

(1) V(G*) C Ay, VanN Ay C V(GY), y E(G*¥) contiene las aristas del camino
minimo que une (0,d) y (d,0).

(2) Viz1 N Ag € V(G*) y para cada (i,5) € Vgp1 N Ag, E(G*) contiene las
aristas {(Zvj)a (’L - 17])} 4 {(Z>])7 (27] - 1)}



(3) Para cada par de vértices (i,j+ 1) y (i +1,j) de Vyiq coni,j > 1, o bien
{(1,741), (i+1,5)} € E(G*) o bien {{(i,7+1), (i+ 1,7+ 1)} {(E+1,5),(i+
Lj+1)}{4),(+1,j+1)}} C E(G*). Ademds, si{(i,j+1),(i+1,5)} €
E(G*) pertenece a dos tridngulos de G*, entonces (i+ 1,7+ 1) € V(G*) y
{7+, G+ 1,7+ DE {6+ 1,5), (0 + 1,7+ 1)} € E(G).

(4) Cualquier otro vértice o arista del grdfo pertenece a un zigzag con base la
arista (0,d)(1,d), o la arista (d,0)(d, 1), o cualquier otra arista de G* de las
descritas en los puntos anteriores con un extremo en Vgi1 y el otro en Vi o,
con la condicion adicional de que dos zigzag del grafo MOP no comparten
ninguna arista.

En cuanto a la cota superior, damos a continuacién una familia de grafos
que la alcanza cuando el orden es miltiplo de 5. Un grafo abanico de orden n,
denotado por Fi,_1, es un grafo MOP tal que uno de los vértices tiene grado
n— 1.

Proposicién 1. Sea n > 8, entonces f(F1n—1) = [2(n — 2)/5].

3 DIMENSION METRICA TOLERANTE EN GRAFOS MOP

Sea G un grafo MOP, sabemos que $(G) > 2 y por tanto 8'(G) > 8(G) +1 > 3.
Sea Hg el grafo con conjunto de vértices V' = {1,2,3,4,5,6} y aristas F =

{{i.i+1} + 1< <5 U{{1,3},{3,5}, {5, 1}{1,6}}.
Proposicién 2. Sea G un grafo MOP de orden n > 3, entonces 5'(G) =3 si y
s6lo si G = Hg 0 G = K3.

Asf pues, si G es un grafo MOP de orden n > 7, entonces 5'(G) > 4. Obser-
vamos que si G es un grafo MOP con '(G) = 4, entonces 3(G) =2 o B(G) = 3.
Hemos caracterizado todos los MOP con '(G) =4 y B(G) = 2. Queda abierto
el problema de caracterizar los que tienen 5'(G) =4 y 8(G) = 3. Por otra parte,
hemos obtenido el siguiente resultado.

Proposicién 3. Sea G un grafo MOP de orden al menos 7 y f(G) = 2, entonces
4 < p(G) <6.

En cuanto a la cota superior, tenemos la siguiente conjetura, que de ser cierta,
se alcanzaria por los grafos abanico.

Conjetura 1. Sea G un grafo MOP de orden n > 7, entonces B'(G) < [n/2].

Proposicién 4. Sea n > 8, entonces 8'(Fin—1) = [n/2].
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