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Resumen. Un etiquetado antimdgico de un grafo G es una biyeccién de E(G) a
{1,2,...,|E(G)|} tal que todas las sumas en vértices son distintas, donde la suma en
un vértice v es la suma de las etiquetas de las aristas que inciden en v. Un grafo es
antimdgico si si el grafo que resulta de eliminar todos sus vértices aislados admite un
etiquetado antiméagico. En 1990 Hartsfield y Ringel conjeturaron que todo grafo conexo
distinto de K5 es antimdagico, conjetura que sigue abierta; particularmente para grafos
conexos con muchos vértices de grado dos, salvo algunas excepciones.

Dos grafos son homeomorfos si ambos se pueden obtener mediante subdivisiones de
las aristas de un tercero. En esta nota mostramos que todo grafo simple (conexo o no) es
homeomorfo a un grafo bipartito antimégico. Consecuentemente, se demuestra que todo
grafo es homeomorfo a uno que admite una orientacion antimdgica.
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1 INTRODUCCION

Un etiquetado antimdgico de un grafo G es una funcién biyectiva de E(G) a
{1,2,...,|E(G)|} tal que todas las sumas en vértices son distintas, donde la suma
en un vértice v (denotada por s(v)) es la suma de las etiquetas de las aristas que
inciden en v. Un grafo es antimdgico si el grafo que resulta de eliminar todos sus
vértices aislados admite un etiquetado antimégico.

Durante la ejecucion de un algoritmo de etiquetado sobre G, se dice que
v € V(G) estd saturado si todas las aristas que inciden en v ya tienen etiquetas.

Dos grafos son homeomorfos si ambos se pueden obtener mediante subdivi-
siones de las aristas de un tercero.

En 1990 Harstfield y Ringel [5] establecieron la siguiente conjetura.

Conjetura 1. Todo grafo conexo distinto de Ko is antimdgico.

Desde entonces varios trabajos se han realizado soportando la Conjetura 1,
para més detalles referirse al survey dindmico de Gallian [4]. Vale la pena observar
que en la mayor parte de los articulos sobre el tema, se estudian grafos sin vértices
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Grafo Antimégico

Trayectorias y ciclos Harstfield y Ringel [5]

Grafos que admiten un C)p-factor,

, Hefetz, Saluz y Tran [7]
con p primo

Subdivisién de un grafo regular Deng y Li [3]

Subdivisién de un arbol sin vértices

de grado dos Liang, Wong y Zhu (8]

Arafas Shang [12]

Arafas dobles Chang, Chin, Li y Pan [1]

Deng y Li [2], Lozano, Mora y Seara [9],

Orugas Lozano, Mora, Seara y Tey [10]

Arboles cuyos vértices de grado par | Liang, Wong y Zhu [8], Lozano, Mora,
inducen una trayectoria Seara y Tey [11]

Tabla 1.1: Grafos antimégicos con “muchos” vértices de grado dos.

de grado dos. Atn asi, como se muestra en la Tabla 1.1, se conocen varias familias
de grafos antimagicos con “muchos” vértices de grado dos.

El objetivo principal de esta nota es demostrar que subdividiendo conveniente-
mente las aristas de un grafo simple (conexo o no), se puede obtener uno bipartito
antimégico. Es decir,

Teorema 1. Todo grafo es homeomorfo a uno bipartito antimdgico.

Es interesante observar que se conocen grafos no conexos que no son an-
timagicos (ver Gallian [4]). Aun asi, como se verd, aunque un grafo no sea
antimégico, es homeomorfo a uno que si lo es.

Por otra parte, Hefetz, Miitze y Schwartz [6] introducen en 2010 una variacién
natural de la nocion de grafo antimagico para grafos orientados.

Sea G un grafo y G el grafo que resulta de eliminar todos los vértices ais-
lados de G. Se dice que G admite una orientacion antimdgica si existe una
orientacién D de G y una biyeccién f : A(D) — {1,2,...,|E(G)|} tal que la
funcién s : V(G) — Z definida como s(v) = 2 weN+(v) f(ow) — > weN-(v) f(bw),
es inyectiva.

Observe que si un grafo bipartito G es antimagico, entonces admite una orien-
tacion antimégica. Luego, por el Teorema 1, se sigue inmediatamente el siguiente
resultado.

Corolario 1. Todo grafo es homeomorfo a uno que admite una orientacion an-
timdgica.



2 BOSQUEJO DE LA PRUEBA DEL TEOREMA 1

Sea GG un grafo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que G no tiene
vértices aislados. Primero subdividiremos una vez cada arista de G, obteniéndose
asi un nuevo grafo G*. Note que G* es un grafo bipartito donde una de las partes
de V(G*) son los vértices de G.

La idea ahora es encontrar un orden apropiado Og+ para las aristas de G* y
etiquetarlas de acuerdo a este orden usando siempre la menor etiqueta disponible.

Un elemento importante en la construccion de Og~+ es la descomposicion de
G* en un bosque G; y un grafo par G, donde alguno de los grafos G1 o Go
podria ser vacio. Observe que siempre esto es posible, no importa quien sea
G*. Finalmente, Og~ queda determinado al aplicar el Algoritmo de Busqueda
en Profundidad a cada componente conexa de G, y por la construccién de un
camino Euleriano cerrado de cada componente conexa de Go.

Durante este proceso de etiquetado algunas de las aristas de G* seran reem-
plazadas por trayectorias de tamafno impar suficientemente grandes y etiquetadas
convenientemente. En este caso el nuevo grafo obtenido seguira llamandose G*.

Sean Vi = {v € V(G*) : s(v) es impar} y Vp = {v € V(G*) : s(v) es par}.
Observe que (V7,Vp) es una particién de V(G*).

Se puede demostrar que el etiquetado ¢ de G* obtenido cumple las siguientes
propiedades.

P1. Si v e Vy, entonces el grado de v es dos.

P2. Sea v un vértice en V (resp. Vp). Cuando v se satura, su suma es mayor
que la de cualquier otro vértice en V; (resp. Vp) previamente saturado.

Claramente, el grafo G* es homeomorfo a G. Finalmente, usando las propiedades
P1 y P2, se puede probar que ¢ es un etiquetado antimégico de G*.
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