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Resumen. Un etiquetado antimágico de un grafo G es una biyección de E(G) a
{1, 2, . . . , |E(G)|} tal que todas las sumas en vértices son distintas, donde la suma en
un vértice v es la suma de las etiquetas de las aristas que inciden en v. Un grafo es
antimágico si si el grafo que resulta de eliminar todos sus vértices aislados admite un
etiquetado antimágico. En 1990 Hartsfield y Ringel conjeturaron que todo grafo conexo
distinto de K2 es antimágico, conjetura que sigue abierta; particularmente para grafos
conexos con muchos vértices de grado dos, salvo algunas excepciones.

Dos grafos son homeomorfos si ambos se pueden obtener mediante subdivisiones de

las aristas de un tercero. En esta nota mostramos que todo grafo simple (conexo o no) es

homeomorfo a un grafo bipartito antimágico. Consecuentemente, se demuestra que todo

grafo es homeomorfo a uno que admite una orientación antimágica.
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1 Introducción

Un etiquetado antimágico de un grafo G es una función biyectiva de E(G) a
{1, 2, . . . , |E(G)|} tal que todas las sumas en vértices son distintas, donde la suma
en un vértice v (denotada por s(v)) es la suma de las etiquetas de las aristas que
inciden en v. Un grafo es antimágico si el grafo que resulta de eliminar todos sus
vértices aislados admite un etiquetado antimágico.

Durante la ejecución de un algoritmo de etiquetado sobre G, se dice que
v ∈ V (G) está saturado si todas las aristas que inciden en v ya tienen etiquetas.

Dos grafos son homeomorfos si ambos se pueden obtener mediante subdivi-
siones de las aristas de un tercero.

En 1990 Harstfield y Ringel [5] establecieron la siguiente conjetura.

Conjetura 1. Todo grafo conexo distinto de K2 is antimágico.

Desde entonces varios trabajos se han realizado soportando la Conjetura 1,
para más detalles referirse al survey dinámico de Gallian [4]. Vale la pena observar
que en la mayor parte de los art́ıculos sobre el tema, se estudian grafos sin vértices
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Grafo Antimágico

Trayectorias y ciclos Harstfield y Ringel [5]

Grafos que admiten un Cp-factor,
con p primo

Hefetz, Saluz y Tran [7]

Subdivisión de un grafo regular Deng y Li [3]

Subdivisión de un árbol sin vértices
de grado dos

Liang, Wong y Zhu [8]

Arañas Shang [12]

Arañas dobles Chang, Chin, Li y Pan [1]

Orugas
Deng y Li [2], Lozano, Mora y Seara [9],
Lozano, Mora, Seara y Tey [10]

Árboles cuyos vértices de grado par
inducen una trayectoria

Liang, Wong y Zhu [8], Lozano, Mora,
Seara y Tey [11]

Tabla 1.1: Grafos antimágicos con “muchos” vértices de grado dos.

de grado dos. Aún aśı, como se muestra en la Tabla 1.1, se conocen varias familias
de grafos antimágicos con “muchos” vértices de grado dos.

El objetivo principal de esta nota es demostrar que subdividiendo conveniente-
mente las aristas de un grafo simple (conexo o no), se puede obtener uno bipartito
antimágico. Es decir,

Teorema 1. Todo grafo es homeomorfo a uno bipartito antimágico.

Es interesante observar que se conocen grafos no conexos que no son an-
timágicos (ver Gallian [4]). Aún aśı, como se verá, aunque un grafo no sea
antimágico, es homeomorfo a uno que śı lo es.

Por otra parte, Hefetz, Mütze y Schwartz [6] introducen en 2010 una variación
natural de la noción de grafo antimágico para grafos orientados.

Sea G un grafo y G̃ el grafo que resulta de eliminar todos los vértices ais-
lados de G. Se dice que G admite una orientación antimágica si existe una
orientación D de G y una biyección f : A(D) → {1, 2, . . . , |E(G)|} tal que la
función s : V (G̃)→ Z definida como s(v) =

∑
w∈N+(v) f(−→vw)−

∑
w∈N−(v) f(←−vw),

es inyectiva.
Observe que si un grafo bipartito G es antimágico, entonces admite una orien-

tación antimágica. Luego, por el Teorema 1, se sigue inmediatamente el siguiente
resultado.

Corolario 1. Todo grafo es homeomorfo a uno que admite una orientación an-
timágica.
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2 Bosquejo de la prueba del Teorema 1

Sea G un grafo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que G no tiene
vértices aislados. Primero subdividiremos una vez cada arista de G, obteniéndose
aśı un nuevo grafo G∗. Note que G∗ es un grafo bipartito donde una de las partes
de V (G∗) son los vértices de G.

La idea ahora es encontrar un orden apropiado OG∗ para las aristas de G∗ y
etiquetarlas de acuerdo a este orden usando siempre la menor etiqueta disponible.

Un elemento importante en la construcción de OG∗ es la descomposición de
G∗ en un bosque G1 y un grafo par G2, donde alguno de los grafos G1 o G2

podŕıa ser vaćıo. Observe que siempre esto es posible, no importa quien sea
G∗. Finalmente, OG∗ queda determinado al aplicar el Algoritmo de Búsqueda
en Profundidad a cada componente conexa de G1, y por la construcción de un
camino Euleriano cerrado de cada componente conexa de G2.

Durante este proceso de etiquetado algunas de las aristas de G∗ serán reem-
plazadas por trayectorias de tamaño impar suficientemente grandes y etiquetadas
convenientemente. En este caso el nuevo grafo obtenido seguirá llamándose G∗.

Sean VI = {v ∈ V (G∗) : s(v) es impar} y VP = {v ∈ V (G∗) : s(v) es par}.
Observe que (VI , VP ) es una partición de V (G∗).

Se puede demostrar que el etiquetado φ de G∗ obtenido cumple las siguientes
propiedades.

P1. Si v ∈ VI , entonces el grado de v es dos.

P2. Sea v un vértice en VI (resp. VP ). Cuando v se satura, su suma es mayor
que la de cualquier otro vértice en VI (resp. VP ) previamente saturado.

Claramente, el grafoG∗ es homeomorfo aG. Finalmente, usando las propiedades
P1 y P2, se puede probar que φ es un etiquetado antimágico de G∗.
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