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Resumen. Los nimeros de Delannoy con peso se definen por medio de la relacién
de recurrencia fi.n = afm—1n + Bfmn-1 + Vfm-1,n-1, para mn > 0, y con fn, , =
a™pB™ para mn = 0. En este trabajo estudiamos una generalizacion de estos nimeros
en los que se usa la misma relacién de recurrencia pero con fp,, = A"B" cuando
nm = 0. En particular, se presta especial atencién a la diagonal f,, ,, y describimos su
comportamiento asintético en el caso A, B, o, 8,7 > 0. Ademds, y gracias a la ayuda de

herramientas de computacion simbdlica, también estudiamos su P-recursividad.

Palabras clave. Numeros de Delannoy, niumeros de Delannoy con peso, funciones gene-
radoras, asintdtica.

1. INTRODUCCION

Esta charla es un resumen de lo publicado en el articulo [2].

1.1. Detalles sobre el estilo

El nimero de Delannoy Dy, , suele definirse como el nimero de caminos en
72 que van de (0,0) a (m,n) utilizando sélo los pasos (0, 1), (1,0) y (1,1). Deben
su nombre al oficial del ejército francés y matematico aficionado Henri Delannoy,
que los introdujo por primera vez a finales del siglo XIX [1].

Es facil ver que los nimeros de Delannoy satisfacen la siguiente recursién:

D L si mn =0,
mv” Dm—l,n + Dm,n—l + Dm—l,n—la si mn > 0.
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Y, con herramientas estandar de combinatoria, también es sencillo encontrar su
expresion explicita:

D=3 (1)) =2 (0)(7)

La siguiente tabla muestra los primeros valores de los nimeros de Delan-
noy. En ella, los nimeros en negrita son los denominados numeros de Delannoy
centrales ., := Dy .

mn|0 1 2 3 4 6 7 8
0 |1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 {1 3 5 7 9 11 13 15 17
2 |1 5 13 25 41 61 85 113 145
3 |1 7 25 63 129 231 377 575 833
4 |1 9 41 129 321 681 1289 2241 3649
5 |1 11 61 231 681 1683 3653 7183 13073
6 |1 13 8 377 1289 3653 8989 19825 40081
7 |1 15 113 575 2241 7183 19825 48639 108545
8 |1 17 145 833 3649 13073 40081 108545 265729

Los niimeros de Delannoy centrales niimeros en muy diferentes situaciones.
En concreto, [3] muestra hasta 29 interpretaciones diferentes de dichos nimeros.
Satisfacen la relacién de recurrencia

(m+2)Dpq2 — (6M+9)Dpp1 + (M +1)D,, =0

y, asintoticamente cuando m — oo, su tamafo es

_ B+2v2)™ 1 32
SN N (57 +0m).

1.2. Numeros de Delannoy con pesos

Si, por ejemplo, estamos interesados en el ntimero de caminos en Z? que
van de (0,0) a (m,n) utilizando sélo los pasos (0,1), (1,0) y (1,1), pero con
probabilidades distintas para los tres tipos de pasos, surgen los denominados
numeros de Delannoy con pesos, cuya recurrencia es

m Qn : =0
T a™B", ST mn , (1.1)
an—l,n + BWm,n—l + ’YWm—l,n—ly si mn > 0.



Por supuesto, y dependiendo de la naturaleza de los pesos «, 8 y 7y, admiten
muchas més interpretaciones, y de nuevo los niimeros centrales (es decir, con
m = n) tienen especial interés.

Nosotros estamos interesados en una extensién muy natural de (1.1). Con-
sideramos la misma relaciéon de recurrencia pero permitiendo més condiciones
iniciales. En concreto, estudiamos los ntimeros f, , definidos mediante la recu-
rrencia

A™B"™ si mn = 0,
fan = { (1.2)

afm—l,n + ﬁfm,n—l + ’Yfm—l,n—la si mn > 0.

Obsérvese que (1.1) es el caso particular A =a 'y B = f.

2. ALGUNAS PROPIEDADES
Con los fy,n de (1.2), definamos la funcién generatriz
o o
flz,y) = Z me,nxmyn- (1.3)
m=0n=0
Un primer resultado el siguiente:
Teorema 1. Para |z| < 1/|A| y |y| < 1/|B|, se cumple

1 —ar— Py + aBry + fAzy — ABzy
(1—Az)(1 = By)(1 - az — By — yay)

fla,y) = (1.4)

Asimismo, y como uno de los objetivos del trabajo es estudiar la estimacién
asintética de los nimeros centrales f, ., estamos interesados en la funcién ge-
neratriz de la diagonal G(2) = >_, - fmmz". Demostrar (1.4) es relativamente
sencillo, pero encontrar buenas expresiones para G(z) es bastante méds complica-
do, y requiere usar el teorema integral de Cauchy y el teorema de los residuos. A
este respecto, se tiene lo siguiente:

Teorema 2. Sea S := S(z) = \/1+ 222 — 2(2a8 + v)z. Entonces,

B -B+p 2az(aB+BA—AB+’y)(—1+’yz+S)
- B—B+4aB?z+ Bz S(-1+2aBz+7vz+S5)(2a+ A(-1+~vz+9))

G(2)

Utilizando esta funciéon generatriz, tras un cuidadoso estudio se llega a las
siguientes estimaciones asintoticas:
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Teorema 3. Sean A, B, o, 3,7 >0, y fmn la sucesion definida en (1.2). Enton-
ces,

I (VaB + VaB+ )", si AB,Ba < aB + /aB(aB + ),

Bm (agg):, si A < af + /aB(af +7) < Ba,
L (a;g)m , si af +\/ap(aB +7) < AB < Ba,
mam 0 gm (gﬂjoj) , si Ba < af+/aB(af +7) < AB,
Am (gﬁjoj)m, si aff+ \/aB(aB +7) < Ba < Ap,
25m (22)" si af ++/aB(aB +7) < AP = Ba,

con

v(AB + Ba — AB + )

K = .
2\/@/% (ABaﬁ (, [ +1- 1) + afBy (, [ +1+ 1) — (AB+ Ba)’y)

Con ayuda de potentes herramientas de calculo simbdlico, el articulo [2] tam-

bién demuestra que la funcién generatriz G(z) satisface una ecuacién diferencial

90(2)G(2) + 2q1(2)G'(2) + 22q2(2)G" (2) = ¢(2),

donde qo(2), q1(2) ¥ g2(2) son polinomios de grado < 4y ¢(z) es un polinomio de
grado < 2. En el caso a = f = 1 (que se puede asumir sin pérdida de generali-
dad) mostramos las expresiones exactas de dichos polinomios, cuyos coeficientes
dependen de A, B y .

Finalmente probamos que la sucesién diagonal f,, = fp,m es P-recursiva, es
decir, satisface una ecuacion de recurrencia de la forma

Po(m)fm + p1(M)fm—1 + p2(M)fm—2 + P3(M)frm—3 + pa(m)fm—a = 0,

donde los p;(x) son polinomios de grado < 2.
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