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Resumen. Se presentan algoritmos para el caculo de semigrupos de Abhyankar-Moh
con conductor acotado o con grado fijado. Ademas, fijado un grado par n, se demuestra
que para todo valor posible del conductor ¢, existe un semigrupo de Abhyankar-Moh de
grado n y conductor c.
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1 INTRODUCCION

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria. Los semi-
grupos de Abhyankar-Moh surgen de manera natural al estudiar curvas planas
que vienen dadas como inmersién de la recta afin en K2, que fueron estudiadas
por Abhyankar y Moh en [1]. Sea C' C K? la inmersién de una recta y sea C su
clausura en el plano proyectivo. Asociado a C existe un semigrupo numérico S(C')
formado el cero y el niimero de intersecién de C' con todas las curvas algebroides
con interseccién positiva con C. Por el Teorema de Bresinsky-Angermiiller, sabe-
mos que existe una tnica secuencia (vg,...,v,) que genera al semigrupo S(.5),
siendo vg el grado de la curva C. Esta secuencia es conocida como la secuencia
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en el infinito de C. Supongamos que ged(degC,ordp. C) # 0 (mod char K),
entonces (por [1]) la secuencia caracteristica de C' debe cumplir

ged(vg, .y vp—1)Up < 1)(2),

Conocida como la desigualdad de Abhyankar-Moh. Los semigrupos numéricos de
curvas que cumplen esta desigualdad se conocen como semigrupos de Abhyankar-
Moh de grado vy.

En esta charla veremos algoritmos para calcular semigrupos de Abhyankar-
Moh de grado fijado o con conductor acotado. Si vg = n es el grado de un
semigrupo de Abhyankar-Moh, se sabe que su conductor es un nimero par en
el intervalo n — 1 < ¢ < (n — 1)(n — 2). Finalizamos esta charla viendo que si
n es par, para cualquier valor par de ¢ en ese intervalo se puede encontrar un
semigrupo de Abhyankar-Moh de grado n y conductor c.

2 PRELIMINARES

Un semigrupo numérico S es un submonoide aditivo de N con complemento finito
en N. Es sabido que los semigrupos numéricos estan finitamente generados y que
su sistema generador minimal es tnico. El mayor entero del conjunto N\ S es
conocido como el numero de Frobenius de S. El conductor de S es el nimero de
Frobenius de S més 1.

Nuestro interés esta en los semigrupos de Abhyankar-Moh. Es decir, aquellos
generados por la secuencia en el infinito de una curva C' dada por la inmersién
de una recta affn en K2. Estos semigrupos se caracterian por estar generados
por una secuancia caracteristica que satisface la desigualdad de Abhyankar-Moh.
Decimos que una secuencia de enteros positivos (vg,...,vp) €s una secuencia
caracteristica si satisface las condiciones:

(SC1) di < di_1 para todo 1 < k < h, y dp = 1; donde dj, = ged(vg, ..., vg).
(SC2) di_1vk < dgvg+1 para todo 1 <k < h—1.

De esta forma, decimos que S es un semigrupo de Abhyankar-Moh de grado

n si estd generado por una secuencia caracteristica (vg = n, ..., vy) satisfaciendo
la desigualdad dj,_jv, < n?.
En [2, Theorem 2.2], los autores demostraron que si S = S(vp,...,vy) es un

semigrupo de Abhyankar-Moh de grado vy = n, entonces su conductor cumple

que ¢(S) < (n —1)(n —2). Ademas, demuestran que la igualdad se alcanza
si y solo si vy = d:,l — di para todo 1 < k < h. Sabiendo que para estos

semigrupos el conductor es siempre par, y que trivialemente tenemos n—1 < ¢(5),




una pregunta natural es si es cierto que para cualquier valor par en el intervalo
ce[n—1,(n—1)(n— 2)] existe un semigrupo de Abhyankar-Moh de grado n y
conductor ¢. Veremos que la respuesta es positiva si n es par.

3 CONSTRUYENDO SEMIGRUPOS DE ABHYANKAR-MOH

Sea S un semigrupo numérico, usamos la notacién S = (aq, ..., a;) para indicar
que {ay,...,a;} es su sistema minimal de generadores. Al valor ¢ se le conoce
como dimension de inmersion de S.

El primer resultado esencial para construir semigrupos de Abhyankar-Moh es
el siguiente, que nos dice que todo semigrupo de Abhyankar-Moh es una pegada.
La pegada de S = (ai,...,a;) y N con respecto a los enteros positivos d y f con
ged(d, f) = 1, es el semigrupo numérico generado por {dai,...,das, f}, al cual
denotamos por S @g ¢ N.

Proposiciéon 1. S es un semigrupo de Abhyankar-Moh con dimension de in-
mersion t > 3 sty solo si S = 5" @4 N donde S" es un semigrupo de Abhyankar-
Moh.

La demostracién de esta proposicién relaciona los sistemas minimales de gen-
eradores de ambos semigrupos y da cotas para los posibles valores de d y f.
Ademas, se tiene que si S es un semigrupo de Abhyankar-Moh, ¢(S @45 N) =
dc(S) 4 (d—1)(f —1). De esta forma, obtenemos el siguiente algoritmo que halla
todos los semigrupos de Abhyankar-Moh con valor del conductor acotado.

Algoritmo 1:

Input: c € N\ {0,1}.
Output: El conjunto {A | (A) is an A-M semigroup with c¢({A)) < c}.

1 A+ {{a,b} |1 <a<b,ged(a,b)=1,ab—a—b+1<c};
2 forall k € {2,...,¢c—1} do
3 B+ {AecA|c((4))=k};
a forall A € B do
5 Ga < {(d, f) e N? | ged(f,d) =1, s(A)* > f/d >
ged (A\{M(A)}) - M(A), ¢ > max{dk+ (d—1)(f —1),d*(k—1)+1}};
6 end forall
7 A AU{dAU{f}|(d, f) € Ga};
s end forall
9 return A ;

Los semigrupos de Abhyankar-Moh se pueden caracterizar completamente a par-
tir de su secuencia de divisores n =dy > d; > ... > dp = 1 como sigue.
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Proposiciéon 2. Sea n > 2 un entero y sea D = (dy = n,dy,...,dp_1,dp =
1) una sucesion de divisores estrictamente decreciente. Entonces, la sucesion
caracteristica de cualquier semigrupo de Abhyankar-Moh de grado n y secuencia
de divisores igual a D es de la forma (n,diki,...,dpkp), con 1 <k < g—‘; -1,

2 .
di ok 1+ 1 <dk; < % —d; para todo v = 2,...,h, y ged (Clzi—:_l,ki) =1 para

i=1,...,h.

Con esto obtenemos el siguiente algoritmo que nos calcula todos los semigru-
pos de Abhyankar-Moh de grado n fijado.

Algoritmo 2:

Input: n € N\ {0,1}.
Output: El conjunto de secuencias caracteristicas de semigrupos de A-M de
grado n.

1 Fp 0

2 D+ {D = (do,...,dp) | h € N, D es una secuencia de divisores de n};
3 while D # () do

4 D = (do,...,dp) < First(D);

s | K« {(kl,...,kh) e N* | ged(ki,n) = - = ged(kp,n) =1, 1 < by <

%(; — ]., and di,Qki,1 +1 S dzkz S d?) —di for any L= 2,...,h};

di—1
forall (k1,...,kr) € K do
| Fu = FaU{(n,diky, ... dpkn)};
end forall
D+ D\{D};
10 end while
11 return F, ;
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Con estas construcciones veremos cémo demostrar nuestro resultado principal.

Teorema 1. Sean > 2 un numero par. Para cualquier nimero par ¢ conn—1 <
¢ < (n—1)(n—2), existe un semigrupo de Abhyankar-Moh de grado n y conductor
c.
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