Subgraficas pequenas con suficientes colores de una
coloracion dada

Mucuy-kak Guevara Diego Gonzéalez-Moreno
Facultad de Ciencias, UNAM Universidad Auténoma de México

Juan José Montellano
Instituto de Matematicas, UNAM

May 29, 2023

Abstract

En este trabajo veremos algunas condiciones que se pueden pedir a una coloraciéon de las
aristas de un grafo GG, de tal suerte que exista un subgrafo pequeria H de G en donde aparecen
todos los colores o suficientes de ellos. También se veran algunas implicaciones en problemas
anti-Ramsey y en digrafos.

1 Introduction

Dado un grafo G y una coloracion de aristas de G, un subgrafo H de G se llamara arcoiris si ningtin
par de aristas de H recibe el mismo color. Dados dos grafos G, H, el namero anti-Ramsey, ar(G, H),
se define como el menor entero ¢ tal que toda coloracion de t aristas de G produce al menos una copia
arcoiris de H. En general, los problemas anti-Ramsey no presentan condiciones en las coloraciones
de aristas [1,2]. En este articulo, proponemos encontrar estructuras arcoiris al agregar algunas
propiedades en las coloraciones de aristas, y lo hacemos mostrando lo siguiente: si utilizamos un
pequenio nimero de colores (es decir, menos de ar(G, H)) en una coloracion de aristas de un grafo
G, pero la coloracion de aristas tiene algunas propiedades, entonces existe un subgrafo G* de G con
muchos colores (es decir, con ar(G*, H) colores), lo que implica la existencia de una copia arcoiris
de H en G* y, por lo tanto, en GG. Presentaremos algunos resultados cuando la coloracion de aristas
es tal que cada color aparece al menos h veces (coloraciones acotadas por h) en cualquier grafo G
y cuando las aristas de cada color inducen un grafo libre de cierto subgrafo M en el grafo completo
K,, y se veran varias implicaciones en problemas anti-Ramsey y problemas de digrafos.

2 Results

Theorem 2.1. Sean k,h enteros tales que 0 < k < n y h > 1. Sea G un grafo coloreado con k
aristas. Si cada clase cromdtica de G tiene un tamario de al menos (n—k+1)(h—1)+ (n—k)?+1,
entonces existe un subgrafo H de G, coloreado con k aristas, de orden k, tal que cada clase cromdtica
de H tiene un tamano de al menos h.
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Theorem 2.2. Sea T' : E(K,) — [m] una coloracion de aristas de K,, y supongamos que hay
enteros h,r > 1 y un conjunto de colores Q C [m] tal que para cada color ¢ € Q existe un conjunto
r’-subcongunto V., C V(G.) (con r' <r) tal que para todo x € V., e(G.[V, \ z]) > h.

Si para algin k > 3 tenemos que

712 n T
2n—k—1) 2 = <2)|Q|’

entonces existe un subgrafo H de K, de orden k tal que cada color en Q aparece en h aristas de H.

Sea G un grafo y sea H una familia de grafos. Sea I' una coloraciéon de aristas de G. Decimos
que T" es una coloracion de aristas libre de H en G, si G. ¢ H para cada ¢ € [m].

Corollary 2.3. Sea ¢ > 1 un entero positivo y H = G : f(G) <q. Sea T : E(K,) — [m] una
coloracion de aristas libre de H en K,. Si para algin k > 1,

n? n 2q+ 2
" _Z>m ,
2n—k+1) 2~ 2
entonces existe un subgrafo H C K,, de orden k tal que cada color en [m] aparece en al menos q
aristas de H.

Corollary 2.4. Sea ¢ > 1 un entero positivo y H = G : w(G) <q. Sea T : E(K,) — [m] una
coloracion de aristas libre de H en K,,. Si para algin k > 1,

ot on (g
2n—k+1) 27 2 )

entonces existe un subgrafo H C K,, de orden k tal que cada color en [m] aparece en al menos (g)
aristas de H.

Lemma 2.5. Sea k,n enteros tales que 2 < k < n. Sea G un grafo coloreado con k aristas de orden
n tal que cada clase cromdtica tiene un tamario de al menos eq(n — k + 1) + 1. Entonces,

. n(n—1
,L) k< (n—kg(n—l)c—i-l)

ii)n <k+|Vk]+1,
iii) Para toda v > 2, % S ks (1 I
k

n—k—r

[k

) (U )
>

; _k>g> Wkl V321 (n=i2)
iv) Para todan—k > s >3, (L\/EJ+2) =20 S

Lemma 2.6. Sea G un grafo de orden n, y sea 3 < k < n un entero tal que k < %
Supongamos que existe un subgrafo H de G de tamano al menos mareg(n —k+1),n—k + 1;

A(H) < n—k y tal que el conjunto Ty de (n—k)-subconjuntos S C V(G) que contienen un conjunto

dominante de H tiene una cardinalidad de al menos @ Entonces, n—k >3 ye(H) <n—k+1.
Para cada clase croméatica H, sea Ty el conjunto de subconjuntos de tamatio (n — k), es decir,

(n — k)-subconjuntos S C V(H) que contienen un conjunto dominante de H.

Lemma 2.7. Sean k,n enteros tales que 2 < k < n. Sea G un grafo coloreado con k aristas de orden

n tal que cada clase cromdtica tiene un tamano de al menos max{eg(n—k+1),n—k}+1. Si existe

una clase cromdtica H tal que A(H) <n—Fk y|Ty| > ("—;’“), entoncesn—k >3 ye(H) =n—k+1.
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Theorem 2.8. Sean k,n enteros tales que 3 < k < n. Sea G un grafo conexo coloreado con k
aristas de orden n. FExiste un subgrafo H de G coloreado con k aristas y de orden k, siempre que se
cumpla alguna de las siguientes condiciones:

i) Cada clase cromdtica tiene un tamano de al menos eg(n —k+1)+1yn—k <2.

it) Cada clase cromdtica tiene un tamano de al menos eg(n — k + 1) +1 y G tiene un ciclo de
longitud al menosn — k + 1.

iii) Cada clase cromdtica tiene un tamario de al menos eg(n — k+1) + 2.

3 Conclusions

Como consecuencias del Teorema 2.8, se obtienen los siguientes resultados.

Corollary 3.1. Sea G un grafo de orden n y sea I' : E(G) — n — k una coloracion de aristas de
G. Si cada clase cromdtica de T' tiene un tamano de al menos k% + 1, entonces G contiene un ciclo
arcoiris de longitud como mdximo n — k.

Theorem 3.2. Sean h > 1, k > 0 enteros y sea G un grafo de ordenn. SiT' : E(G) — [n—k] es una
coloracion de aristas tal que cada clase cromdtica tiene un tamano de al menos (k+1)(h—1)+k?+1,

entonces el grafo coloreado G tiene h ciclos arcoiris de aristas disjuntas de longitud como mdzimo
n—k.

Theorem 3.3. Sea G un grafo y supongamos que para algin entero ng y algunas constantes o, ¢y >
0, para todo n > ngy se cumple que
con*t > ar(G,n).

i) Sea H = K15:s>1 la familia de estrellas. Entonces, para todo n tal que n — L%J — 1> no,

ary (G, H) < ar(G, k),

l—a

donde k=n—|2—| —1

12¢o

1) Sea H = G: K3 € G la familia de grafos sin tridngulos. FEntonces, para todo n tal que n —
n;;)aJ -1 Z no,

ary (G, H) < ar(G, k),

—a

donde k =n — L"l

Gon | -1
Una implicaciéon importante, pero en digrafos, del teorema 2.8 es el siguiente resultado:

Theorem 3.4. Sea D un digrafo de orden n. Si hay k vértices en D con grado al menos (n—k)>+1,
entonces D contiene un ciclo dirigido de longitud como mdximo k.
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